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La programacion no lineal. Introduccidn

Un modelo matematico o problema se dice que pertenece a la programacion no
lineal si la funcion objetivo y/o alguna de las restricciones del problema son una
funcion no lineal de las variables de decision (modelo o problema no lineal).

Problemas de estas caracteristicas surgen de forma inevitable en las aplicaciones
de ingenieria, tales como disefio y control éptimo, y en aplicaciones cientificas.
Ademas, muchos problemas que se formulan como lineales se convierten en no
lineales cuando se tienen en cuenta economias de escala (por ejemplo, costes no
proporcionales a la cantidad).
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Conceptos basicos de programacion no lineal

EL MODELO BASICO EN PNL:

min  f(X)
sa. XekF
XxeR"

F definido a partir de un conjunto de restricciones.

ALGORITMOS DE SOLUCION BASICOS:
1. Algoritmos que no utilizan derivadas

2. Algoritmos que utilizan derivadas
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Conceptos basicos de programacion no lineal

Cuando el problema estd compuesto por funciones diferenciables, podemos
aplicar algoritmos de solucion basados en las derivadas de la/s funcion/es. Dos
conceptos basicos asociados con las funciones diferenciables son el gradiente y el
hessiano (para el célculo de este ultimo se necesita que la funcion sea dos veces
diferenciable).

Dada una funcion f: R" —» R, se define el gradiente de f, Vf, como

T
Vi (Xl,Xz ""’Xn): (8f (xéXlx) ,8f (XéXZX) - of (xéxx)) |

Una condicidn necesaria para que un punto sea un maximo o minimo (local) de
una funcion es que su gradiente sea cero en dicho punto, es decir que sea un punto
estacionario.
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Conceptos basicos de programacion no lineal

INTERPRETACION:
El gradiente de una funcion escalar indica en cada punto la direccion de maximo

crecimiento de la misma. Ademas, el gradiente de una funcion en un punto es el
vector normal al hiperplano tangente de la funcion en dicho punto.

Direccidn de
descenso

ASCenso

Descenso

X
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Conceptos basicos de programacion no lineal

Dada una funcién f: R" - R, se define el hessiano de f, Hf, como

(O (X, %) O (X, X, )
OX,0X, o OX,0X .
HE (X, Xy 0o Xy )= o
O f (X )X, ) % (X yeeX, )
K OX, 0%, OX, OX,

El hessiano de una funcidon nos sirve para dar condiciones suficientes para que
un punto estacionario X de la funcidn sea un maximo o minimo (relativo). En
particular, cuando Hf (X) es definida positiva, el punto estacionario X es un
minimo local de f(x).
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Conceptos basicos de programacion no lineal

Algoritmos de direcciones de descenso:
Paso 1 (iniciacion): Se elige un punto inicial x! y se toma k =1.
Paso 2: Se obtiene una direccion de descenso d« de f en el punto xk.
Paso 3: Si d¢ = 0, entonces se para. xk es la solucidn. En caso contrario se continda.
Paso 4: Se busca una longitud de paso o.*.
k

Paso 5: Se toma x“™ = x* + o*d*.

Paso 6: Si se cumple determinado criterio de parada, entonces se para. En caso
contrario se tomak =k+1ysevaa 2.
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Conceptos basicos de programacion no lineal

Las claves fundamentales de los métodos de direcciones de descenso son la
seleccion de una direccion de descenso y el desplazamiento a lo largo de esa
direccion. Al variar el modo de obtener la direccion de descenso se obtiene
un método diferente. Los mas usuales son:

1.- Método de Newton. Este algoritmo elige como direccion de busqueda:
d=—1"(xX)/f’(x)  (unavariable)

d = —Hf(x)tVf(x) (varias variables).

Es importante notar que la direccion d no se puede calcular si Hf(x) es una
matriz singular. Ademas, d no es necesariamente una direccion de descenso.

2.- Metodo del gradiente (o de Cauchy). Este algoritmo elige como
direccion de budsqueda: d = —V1{(x), que si es de descenso.
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Método de Newton sin restricciones

ALGORITMO DE NEWTON PARA PROBLEMAS DE UNA SOLA
VARIABLE:

Paso 0: Elegir € > 0 para precision minima. Elegir x, como semilla de inicio.

Paso 1: Calcular f'(x)) y f"(x,). Si £ (Xy) | < ¢, entonces PARAR; X, s una
solucion para el problema. En otro caso, calcular x, = x; — f'(x)/f"(x,). IR al
Paso 2.

Paso 2: Si | x, — x, | < &, entonces PARAR; x, es una solucion para el problema.
En otro caso, hacer x, := X, e IR al Paso 1.

CARACTERISTICAS:

Se utiliza para funciones dos veces derivables.

Se basa en la aproximacion cuadratica de una funcion.

Sirve para buscar puntos que anulan la derivada de la funcion.
La segunda derivada debe ser no nula en cada punto.

= SO
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min  x* —x%—2x

e =0,0001
lteracion x1 Abs(f'(x1)) X2 Abs(x2-x1)
1 -3 104 -2.0189 0.9811
3 2 -2.0189  30.8765  -1.3607 0.6582
- 4Xi 4 — 2%, —2 3 -1.3607 9.3552 -0.8979 0.4627
n n-1 19%2 _9 4 -0.8979 3.1000 -0.4940 0.4039
n-1 5 -0.4940 1.4942 1.1151 1.6091
6 1.1151 1.3158 1.0132 0.1018
7 1.0132 0.1345 1.0002 0.0130
8 0.0021 1.0000 0.0002
Solucidén: x =1 9 (1.0000)  0.0000
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal con SOLVER.

min  x* —x%—2x

—h
o

SLDOO\ICDU‘I-D-UJNI—'-
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Establecer objetivo: =E
Para: () Max. @ Min () Valor de: 0

Cambiando |as celdas de variables:

882

Sujeto a las restricciones:

EI
3
[=x
]

Método de resoluddn

Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver na lineales suavizados. Seleccione el
motor LP Simplex para problemas de Solver lineales, y seleccione el motor Evolutionary para problemas
de Solver no suavizados.
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Método de Newton sin restricciones

Celda objetivo (Min)
Celda Nombre Valor original Valor final
SDS4  f.o. 78 -2

Celdas de variables

Celda Nombre Valor original Valorfinal Entero
SCS3 X -3 1 Continuar

Restricciones

NINGUNO
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.
min  x(x—1)x—2)x—3)x—4)x—5)
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Método de Newton sin restricciones

f (x) = x® —15x> +85x* —225x> + 274x* —120x

_ 6> — 75X, +340x; —675X; +548x, —120

Xy = X
T 30x* —300%3 +1020%2 —1350x,, +548
Llega a un minimo (absoluto) Llega a un maximo (local)
Iteracidn x1 X2 Abs(f'(x1)) Abs(x2-x1) Iteracién x1 X2 Abs(f'(x1)) Abs(x2-x1)
1 1 -0,4569 1764 0,5431 1 3,5 3,5792 3,375 0,0792
2 -0,4569 -0,0682  547,1053 0,3887 2 357917889 0,2685 0,0055
3 -0,0682 0,1808 160,6445 0,2491 3 3,5737 0,0011 0,0000
4 0,1808 0,3032 41,0417 0,1223 4 3,5737 0,0000
5 0,3032 0,3346 7,0453 0,0314
6 0,3346 0.3365 0,3920 0,0020
7 0,3365 0,0015 0,0000
8 0,3366 0,0000
Llega a un maximo (local) Llega a un maximo (local)
Iteracion x1 X2 Abs(f'(x1))  Abs(x2-x1) Iteracion x1 X2 Abs(f'(x1))  Abs(x2-x1)
1 1,75 1,1138 10,9395 0,6362 1 3,75 3,5861 9,5801 0,1639
2 1,1138 1,4147 17,6389 0,3009 2 3,5861 3,5738 0,6102 0,0123
3 1,4147 1,4262 0,5699 0,0115 3 : 7 0,0057 0,0001
4 426 4263 0,0050 0,0001 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000
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Método de Newton sin restricciones

min  x(x—1)x—2)x—3)x—4)x—5)

ffffffffffff SH 2
7\
"""""" : /p\\ / \ X;=-1 — x,=0.3366
[\ / \
. [ \ / \
o O O—O
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, \ /
. \N /
3 S’
ffffffffff | x,= 1.75 — x,= 1.4263
4 iiBusca puntos que
anulan la derivada,
16 no explicitamente
e it minimos!!
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Método de Newton sin restricciones

pr—

Celda objetivo (Minimo) Celda objetivo (Minimo)
Celda Nombre Valor original  Valor final Celda  Nombre Valor original Valor final
$C$4 f(x) 720 -16,90089433 $C$4 f(x) 4,921875  -3,515625
Celdas cambiantes Celdas cambiantes
Celda Nombre Valor origj Valor final Celda Nombre Valor origs Valor final
$B$4 X -1) 0,336553473 $B%4 X 3,5 )2,49999983
X,= 0.3366
Celda objetivo (Minimo) Celda objetivo (Minimo)
Celda Nombre Valor original Valor final Celda Nombre Valor original Valor final
$C$4 f(x) 2,999267578 -3,515625 $C$4 f(x) 4,229736328 -16,90089433
Celdas cambiantes Celdas cambiantes
Celda Nombre Valor orig Valor final Celda Nombre Valor origj Valor final
$B3$4 X 1,75)2,499999302 $B%4 X 3,75} 4,663446522
x,= 1.4263 N~
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Método de Newton sin restricciones

min  x(x—1)x—2)x—3)x—4)x—5)
6 SOLVER:

; [\ /\ X;=-1 — x,= 03366
1\ /
1 IR A Y AN
8 © ’ : O0—0O
05-2 05 15 ‘g\ 25 /z 35 45 5i5
\_/
~~~~~~~~~~ ‘ X,= 1.75 — %= 2.5000

-
Q
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ijEncuentra
minimos locales!!
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Método de Newton sin restricciones

ALGORITMO DE NEWTON PARA PROBLEMAS DE VARIAS
VARIABLES:

Paso 0: Elegir € > 0 para precision minima. Elegir x como semilla de inicio.

Paso 1: Calcular Vi(x%) y Hf(x). Si || Vf(x}) || < ¢, entonces PARAR; x! es una
solucion para el problema. En otro caso, calcular x? = xt — Hf(x}) Vf(x!) e IR
al Paso 2.

Paso 2: Si || x2 — x! || < ¢, entonces PARAR; x2 es una solucién para el
problema. En otro caso, hacer x! := x? e IR al Paso 1.

CARACTERISTICAS:

1. Se utiliza para funciones dos veces diferenciables.

2. Se basa en la aproximacion cuadratica de una funcion.

3. Sirve para buscar puntos que anulan el gradiente de una funcion.
4. Debe existir la inversa del hessiano en cada punto.
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y* -3y & = 0.0001

_ -1
semllla:( ]
-1
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y* -3y & = 0.0001

_ -1
semllla:( ]
-1

x* = x = Hfx') 7 Vf(x')
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y* -3y & = 0.0001

X xy)
Vi (y) = OX :{ 2Xy + 2y }

X +2x—-2y -3

%(x,y)_

x* = x = Hfx') 7 Vf(x')
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y° -3y

€ =0.0001
of oy [ 92 o2t ]
- X, .
VE(x,y) = =| H(f (x,Y)) = -
of X*+2x—2y -3 02 f 0% f 2x+2 -2
_(X’y) (Xay) —2(X1y)
Ly | Oyox oy |
X2 = x* — Hf(x*)1Vf(x')
b I ‘{N!VERS'TAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
0 b | Miguel
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y° -3y

€ =0.0001
o A [ 92 o%f
- X, v
VE(x,y) = 6x( & = 2xy+2y H(f | ex® () axay(x'y) | 2y 2x+2
y af 2 2 _2 _3 ( (Xiy)) - 2 2 o a
Z(x,y) X +2ZX—2Yy o-f o-f 2X+2 2
5’y ) (Xay) —2(X1y)
; _ | OyoX oy |
x? = x! — Hf(x*)'Vf(x')
: . (-1
iterl) x =
-1
.b_ I l{?!;lEl}flTAs Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y° -3y

€ =0.0001
_ A2 2
—(x,y) 2 ) - (x y)w
5 2Xy + 2y 2 2 | 2 S
Vi) =| & {X”ZX—ZY—J H(f(x,y)) = gi(f ?éafy :{2 y2 X;}
—(x,Y) (y) =7 (%) " 1
_ay | _5y8X 8y2 J
x? = x* — Hf(x')1Vf(x})

iter1) xlz(jj, Vf(xl):{ A2 }:[_Oj

(-1)*+2(-1)-2(-1) -3 2

bi UNIVERSITAS
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y° -3y

€ =0.0001
_i - _621: azf T
XY T a2y o Y Gay M| oy w2
VEGY) =| o "l yox_oy_3| HEGM=| 5. o2 :{2 2 2}
—(x,Y) (y) =7 (%) " 1
_ay | _5y8X 8y2 J
x? = x* — Hf(x')1Vf(x})

iterl) x'= tﬂ vf (x) = (_gj, [VE (x)| =407 +(-2)* =2

bi UNIVERSITAS
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy—y° -3y

g =0.0001
_af ] _621: 821: T
—(X,Y) —X,y) (X,y)
P 2Xy + 2y 2 2 %
—(x,Y) (y) =7 (%) " 1
_ay | _5y8X 8y2 J
x? = x1 — Hf(x')1Vf(x1)

: -1 0
iterl) x'= (_J, VE (x') = (_2} HVf (xl)H =2 >g - Continuamos

b | ‘i’:::ﬁ"f'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y° -3y

€ =0.0001
o ] [ 921 8%t ]
| ox (x.9) | 2xy+2y P xY) X0y (x.y) 2y  2x+2
VEx,y) = =| 2 H(f(x,y)=| 2 =
a X" +2x-2y-3 o* f o° f 2X+2 =2
(X’y) (Xay) —(Xay)
Loy | dyox oy |
X2 = x* — Hf(x*)1Vf(x')
-1 0
iter) x'=| |, Vf(x})= VRO =2
-1 -2
2(-1 2(-1)+2 -2 0
2-D+2 -2 0 -2
b i lil;l!VERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y° -3y

¢ =0.0001
_ - Y 2
—(x,Y) EaNe Y) = (X y)w
5 2Xy + 2y 2 2 ’ 2y’ AR
—(x,Y) (y) =7 (%) " 1
_5'}/ | _5y8X 8y2 J
x% = x* — Hf(xY)1Vf(x!)

iter) x| |, vioe)=[ O Vi ()| =2
iterl) x_(_lj, (X)_(—Zj’ H (X)H—

i (o) = 2(-1) 2(-D+2] [-2 © HE () =
l2(-D+2 2 | |0 -2 5

O N
|
ok, O
N

| UNIVERSITAS
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min  X°y+2xy -y -3y ¢ = 0.0001
oy B2 o2
ax %Y L xy) (x.Y)
2%y + 2
Vi (x,y) = 21):( :{ , th y_ } H(f(X,y)) = 6;(2 a>;8y _ 2y  2X+2
_(X’y) X" +2X Zy 3 0 f (X ) ﬂ(x ) 2X+2 -2
_6’y | _ayax Y 8y2 ,yJ

x* = x = Hfx') 7 Vf(x')

-1 0 _
iterl) x* =( J, Vi (x) =(_2j, [V (x| =2 HF (x4 :(

O M=
I

v, O

~—

b i lil;l!VERISITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica S8
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min  X°y+2xy -y -3y ¢ = 0.0001
oy B2 o2
ax %Y L xy) (x.Y)
2%y + 2
Vi (x,y) = 21):( :{ , th y_ } H(f(X,y)) = 6;(2 a>;8y _ 2y  2X+2
_(X’y) X" +2X 2y 3 0 f (X ) ﬂ(x ) 2X+2 -2
_8y | _ayax Y 8y2 ,yJ

x* = x = Hfx') 7 Vf(x')

tert) <[ | VEGe) <[ [V ()| =2 Hoyr=[ 72 O
1) 2/ 0 -1

L0 S
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b |  UNIVERSITAS
A ! \"" ,I . . . 7
H ‘H;;%,:‘,:',,d(-: Universidad Miguel Herndndez de Elche




Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.
min X’y +2xy —y* -3y & = 0.0001

of i 2t , ]
—(X,y) —(X,Y) (x,y)
0 2xy +2Y 2 2y 2x+2
VE (x,y) = a;( {X”ZX—ZV—?J H(f(x,y)) = g;(f gﬁy :[2 y2 x;}
oy &) o) ey | ST
oy | JyoX oy ]
x> = x* — Hflx')Vf(x')
i (1 1 0 1 1y-1 _ -z 0
iterl) x :(_J, Vf(x):(_zj, [V ()| =2 Hf (x") _( ; _%j.

o -1 -1/2 0 0) (-1 0) (-1
1) Lo —w2)l2) (1) 1) (=2
0JO: —Hf(x})'Vf(x}) no es una

verdadera direccion de descenso.
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\3.|  UNIVERSITAS
vl IMiguel ; : . '
'NH ‘H;i‘r:‘::'mic: Universidad Miguel Herndndez de Elche




Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.
min X’y +2xy —y* -3y & = 0.0001

of i 2t , ]
—(X,y) —(X,Y) (x,y)
0 2xy +2y 2 2y 2x+2
VE (x,y) = a;( {X”ZX—ZV—?J H(f(x,y)) = g;(f ?;afy :[2 y2 x;}
oy &) o) ey | ST
oy | JyoX oy ]
x> = x* — Hflx')Vf(x')
i W 1 0 1 1y-1 _ -z 0
iterl) x :(_J, Vf(x):[_zj, |V ()| =2 Hf (x") _( ; _%j.

b | lil;l!VERISITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 34
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min  X°y+2xy -y -3y ¢ = 0.0001
oy B2 o2
ax %Y L xy) (x.Y)
2%y + 2
Vi (x,y) = 21):( :{ , th y_ } H(f(X,y)) = 6;(2 a>;8y _ 2y  2X+2
_(X’y) X" +2X 2y 3 0 f (X ) ﬂ(x ) 2X+2 -2
_8y | _ayax Y 8y2 ,yJ

x* = x = Hfx') 7 Vf(x')

: . (-1 . 0 . (-
T L Y I
0
)

O N
I

ek, O

~—

LHOH O
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy—y° -3y

¢ =0.0001
_ - Y 2
—(x,Y) EaNe Y) = (X y)w
5 2Xy + 2y 2 2 ’ 2y’ AR
—(x,Y) (y) =7 (%) " 1
_5'}/ | _5y8X 8y2 J
x% = x* — Hf(xY)1Vf(x!)

1
iterl) x' :(

B foe)=| 7 f(x)|=2 Hi ey o 2

_J, V(x)—i_zj, |V ()| = = o0 _:)

-1} (0) (-1 -1} (-1) (0 L w2

M ) — v
-1) (1) (-2 -1) (-2

b | ‘{'::Vfﬂf'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
=/ 1k / gl e
Hernandez

Universidad Miguel Herndndez de Elche
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.
min X’y +2xy —y* -3y & = 0.0001

of [ 521 8%t ]
Vf(X y)Z aX(X’y) = 2Xy+2y H(f . y X’y) 8X8y(x’y) . 2y 2X+ 2
Pa X% +2X—2y -3 Ty =| 2 o2 f Tlox+2 -2
5 !y) 3 (X,Y) —2(X1y)
i | | Oyox oy |
x? = x' = Hf(x')1Vf(x')
i W 1 0 1 1y-1 _ -z 0
iterl) x :(_J, Vf(x):[_z, |vF ()] = 2 Hf (x") _( ; _%j.
XZ:(_lj—[OJ:[_lj, Hxl—xz‘ —1 >¢& - Continuamos
-1 1 -2
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y° -3y

2Xy +2Y

— (X,
= (X,y) )
X +2x—-2y -3

VE(x,y) =

x* = x = Hfx') 7 Vf(x')

- W -1 1y 0
iterl) X _( J, Vf(x)—[_2

} H(T(x,y)) =

i
ox>
0% f

v )] -2

) e
—2

)

o |
iter2) x_[ 2)

bi UNIVERSITAS
4 L | Miguel
Hernandez

| OyoX

X,Y)

(X,y)

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Herndndez de Elche

E =

0.0001

o%f |
oxay V) _[ 2y 2x+2}
az_:(x,y) 2x+2 =2
oy |
~1 0
Hf(xl)lz( 2 .
0 -4
38




Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min X’y +2xy —y* -3y & = 0.0001
o oy i 0% f |
—(X,y) —(X,Y) (x,)
2%y + 2
Vi (X,y) = 2;‘ :L@ Xy + 2y } H(F oy =| oxcy :{ 2y
o +2X—-2y -3 o f o°f 2X+2
(X’y) (Xay) —2(X1y)
Ly | Oyox oy |
x? = xt = Hfx') ' Vfix*)
i W 1 0 1 1y-1 _ -z 0
iterl) X :(_J, Vit (X ):[_2 : HVf (x )H =2 Hf (x°) —( 0 _%j
-1 1 -2
i -1 0
iter2) X =(_2j, Vi (x) :(Oj’ HVf (Xl)H =0

b | ‘{':!VERIS"AS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
vl IMigue ) : . ’
'NH ‘He;:u:'ndc: Universidad Miguel Herndndez de Elche
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min  X°y+2xy -y -3y ¢ = 0.0001
oy B2 o2
ax %Y L xy) (x.Y)
2%y + 2
Vi (x,y) = 21):( :{ , Xyi y_ } H(f(X,y)) = 6;(2 a>;8y _ 2y  2X+2
_(X’y) X" +2X 2y 3 0 f (X ) ﬂ(x ) 2X+2 -2
_8y | _ayax Y 8y2 ,yJ

x* = x = Hfx') 7 Vf(x')

3 1 _1 1 O 1
iterl) x :( J, Vf(x):[_z o |vEed)| =2

O N
I

ek, O

~—

Hf (x') ™ = (_

L e

iter2) x' = (_le Vf (x}) =@, [VE (x| =0 <& ->STOP

b | ‘{';'!VERIS'TAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 40
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Método de Newton sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema no lineal por el algoritmo de Newton.

min  X°y+2xy -y -3y ¢ = 0.0001
_af ] _621: 821:
ax %Y L xy) (x.Y)
2 2
VE(x,y) = ox =| , Xyi y_ H(f(x,y)) = 6;(2 a>;8y _ 2y  2X+2
Q(XA’) XT+2x Zy 3 o f (X ) 0 f(X ) 2X+2 -2
oy T oyox Y Py Y |

x* = x = Hfx') 7 Vf(x')

3 1 _1 1 O 1
iterl) x :( J, Vf(x):[_z o |vEed)| =2

O N
I

ek, O

~—

Hf (x') ™ = (_

L e

iter2) x' = (_le Vf (x}) =@, [VE (x| =0 <& ->STOP

b | ‘{';'!VERIS'TAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 41
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Método de Newton sin restricciones

p—

\
/

)
Y }
4

o
~

N

N
N
N

NN
¢ §

S -1
iiiPunto estacionario!!! xlz( j

La direccion d utilizada era de ascenso!!!
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Método de Newton sin restricciones

A B C

1 X y

2 52,68436 53687090

Zlf.o.

4

5

6

7

8

9
10

| _UNIVERSITAS
iy | Miguel
Herndndez

SOLVER:

. N
Resultados de Solver [

Los valores de las celdas objetivo no convergen.

N
[ 2886+15]| ... e

var solucién de Solver

O Restaurar valores originales

o Volver al cuadro de didlogo de parametros de [ informes de esquema
Solver

Guardar escenario.

Los vals de l; Idas objetivo

- =mnll

Solver puede hacer que la celda objetivo sea tan grande (o pequefia, si
se minimiza) como desee.

iiiNo acotado!!!

X y f(x.y)
0 0 0

1 -1 -1

2 -2 -14
3 -3 -45
4 -4 -100
3) -5 -185
6 -6 -306
7 -7 -469
8 -8 -680
9 -9 -945
10 -10 -1270
11 -11 -1661
12 -12 -2124
13 -13 -2665
14 -14 -3290
15 -15 -4005
16 -16 -4816
17 -17 -5729
18 -18 -6750
19 -19 -7885

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método de Newton sin restricciones

Dificultades del algoritmo de Newton:

« Existencia de multiples minimos locales

« Convergencia de los algoritmos al minimo global
« Suavidad de las funciones a minimizar

« Seleccion del punto inicial

« — Hf(x)* Vf(x) puede no ser una direccién de descenso. En realidad, encuentra
puntos criticos.

b; UNIVERSITAS
i L | Miguel
Hernandez




Método del Gradiente sin restricciones

ALGORITMO DEL GRADIENTE PARA PROBLEMAS DE VARIAS
VARIABLES:

Paso 0: Elegir € > 0 para precisién minima. Elegir x! como semilla de inicio.

Paso 1: Calcular Vf(x2). Si || Vf(x}) || < ¢, entonces PARAR, x! es una solucion
para el problema. En otro caso, resolver el problema de una variable:

min f(x— mVf(x1)), m > 0. Hacer x2 = x1- m*Vf(x!) e IR al Paso 2.

Paso 2: Si||x2 — x1 || < &, entonces PARAR, x2 es una solucién para el problema.
En otro caso, hacer x! := x? e IR al Paso 1.

b | UNIVERSITAS

il [Miguel
Hernandez




Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

—X— 0
min 2X 3/ semilla:( j € =0.0001
3+ X"+ Yy +Xy 0

| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
e Yy + Xy (e v )
VE(Xx,y)= 2
—3+y +2xy
2
(3+x2+y2+xy)
| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 3 2 2 (3+x2+y2+xy)2
+ X+ Y +X
—3+y2+2xy
(3+x2+y2+xy)2
. . (0
iterl) x =
0
| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
M T y2+ x (30 +y* )
y +xy VE(Xx,y)= 2
—3+y +2xy
(3+x2+y2+xy)2

|

W~ Wl

iterl) xl:@, i (xl):[i

| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 49
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

min —X—=Y —3+x%+2Xy
2
3+ X2 4 y2 4 Xy Vf (X y) B (3+x2+y2+XY)
’ —3+y2+2xy
(3+x2+y2+xy)2
1
iterl) X' =@ VF (x) =( j], i (xl)H:%.
3

b I ‘{?};’5"?'“5 Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
M T y2+ x (30" 4y )
y =Xy VE(Xx,y)= 2
—3+y +2xy
(3+x2+y2+xy)2

j, HVf (xl)H :% > ¢ =0.0001 - Continuamos

iter) x'= @ Vf (x}) = (:

Wl Wl

b i li?;:ﬁ“f'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
_f) ] vligue

Heorndndos Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

min —X—=Y —3+x%+2Xy
2
3+ X2 4 y2 4 Xy Vf (X y) B (3+x2+y2+XY)
’ —3+y2+2xy
(3+x2+y2+xy)2
_1
iterl) x* {8) VF () :[ jj, I4i (xl)H:%.
3

x* = x' —mVf (x})

b I ‘{?};’5"?'“5 Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
= vligue
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 3 2 2 (3+x2+y2+xy)2
+X +Y + XY Vf(xy):
’ —3+y2+2xy
(3+x2+y2+xy)2
- 1 0 1 _% 1 \/E
iter)) x=| |, VE(x)=| 2| [VEe)|=-+.
0 ~1 3
0 -1} (im
X>=x"-mvf(x)=| |-m| °|=|°
0 —%) \5m
b | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

il [ Miguel
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 3 2 2 (3+x2+y2+xy)2
+ X+ Y +XY Vi (x,y)=
’ —3+y2+2xy
(3+x2+y2+xy)2
0 1
iterl) X' =( j %i (xl)=( j], i (xl)H:Q.
0 ~1 3
sm —im-1im -2m
3 3+(3m) +(3m) +(3m)(5m) 9+
b ‘j UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

U I Miguel : . . ’
|H ‘Hcffr:‘::'ndc: Universidad Miguel Herndndez de Elche
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 2 2 (3+x2+y2+xy)2
3+ X +Y +Xy Vf(x,y):
—3+y2+2xy
, (3+x2+y2+xy)2
iterl) X' =@ VF (x) =( j], [V 6| =g.
3

1 : —2m
, (&m min  g(m) = ——
X“ =] i —> 9+m
2 sa: m=>0
b | _ UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

J | Miguel
Hernandez
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 2 2 (3+x2+y2+xy)2
3+ X +Yy +Xy Vf(x,y):
—3+y2+2xy
. (3+x2+y2+xy)2
iterl) X' =@ VF (x) =( j], [V 6| =g.
3

9+ m?

m min g(m)= —2m
s.a: m=>0

—2(9+m*)—2m(-2m) 2m*-18
(9 + m?)? (9 + m?)?

g'(m) =

b | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+x%+2Xy
min 2 2 (3+x2+y2+xy)2
3+ X+ Y +Xy Vf(xy):
’ —3+y2+2xy
\/_ (3+x2+y2+xy)2
: 0 —3 2
iter1) xl:(oj, %i (xl)=(_j, i (xl)Hz?.
3
: —2m
im m) =
Xz:[imj M g(m) 9+m?
3 sa: m>0

2\2
“2(9+m?)-2m(-2m) 2m?-18 ~ COmo (@+m7)">0,
(9+m?)? (9+m?)° g'(m=0 < 2m°-18=0 < m=3

g'(m) =

b | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 2 2 (3+x2+y2+xy)2
3+ X +Yy +Xy Vf(x,y):
—3+y2+2xy
. (3+x2+y2+xy)2
iterl) X' =@ VF (x) =( j], [V 6| =g.
3

9+ m?

. —2m
[mj | Jmin - g(m)=
s.a: m=>0

2m? —18

- - '‘mM=0 < m=3
(9+m?)? om

b | l{l;l:VERISITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 2 2 (3+x2+y2+xy)2
3+ X +Yy +Xy Vf(x,y):
—3+y2+2xy
. (3+x2+y2+xy)2
iterl) X' =@ VF (x) =( j], [V 6| =g.
3

. —2m
: [%mj | Jmin gm)=—

= 9+m
3M :
sa: m=>0
2
g’(m):zm—zli g(m=0 < m=3
(9+m*)
<0 sim<3
g'(m) .
>0 sim>3
b | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 59
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 3 2 2 (3+x2+y2+xy)2
+X +Y + XY Vi (X y) _
’ —3+y2+2xy
\/_ (3+x2+y2+xy)2
0 —1 2
- 1 1\ 3 L,
iterl) X _(oj’ Vf (X )_(_%j, |Vf (x )H_?.
: —2m
zM min  g(m)=
2 3
X :(lmj — 9+m?
2 sa: m=>0
2m? —18 ,
‘(M) =—— g'(m=0 < m=3
g'(m) (9 +m?)?
<0 sim<3
g'(m) . m*=3>0 esun minimo
>0 sim>3

b | ‘{';'!VERIS'TAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
M T y2+ x (30" 4y )
y Xy VE(Xx,y)= 2
—3+y +2xy
(3+x2+y2+xy)2
: 0 —5 2
iter)) x'=| |, Vi(x)=| 2|, |[vied)|= £.
0 -1 3
. —2m
a4 _
X2=(i$j -1 g(m)_9+m2 m* =3
3 sa: m>0
b‘ g?::ﬁ?f'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

. —X—V
rnln3+x2+y2+xy
VE(Xx,y)=
- 1 0 1 _% 1 \/E
iterl) X :(oj’ Vf(x)z(_%j, HVf(x)Hz?.
im min g(m) = —2m
xzz(f j - 9+m? m* =3
af" sa: m>0

b | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

U I Miguel : . . ’
ye ‘}I;fr:‘(;;uic: Universidad Miguel Herndndez de Elche

—3+x%+2Xy

(3+x2+y2+xy)2

—3+y2+2 Xy

(3+x2+y2+xy)2
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

min —X—=Y —3+x%+2Xy
2
3+ X2+ Y2+ xy (30 +y" )
VE(Xx,y)= 2
—3+y +2xy
, \/_ (3+x2+y2+xy)2
0 _1
iter)) x'=| |, VE(x)=| 2|, Ve _yZ
0 -1 3
: —2m
lm —
Xzz[imj _, Jmin g(m) 9 m* = 3
3 sa: m>0
x2 — %mzl Xl—XZ:O—lz_l
sm) 1 0) \1) (1

b | l{l;l:VERISITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+x%+2Xy
min 2 2 (3+x2+y2+xy)2
3+ X+ Y +Xy Vf(xy)—
’ —3+y2+2xy
(3+x2+y2+xy)2
0 _1
iter)) x'=| |, VE(x)=| 2| [Vf (xl)H:Q.
0 —3 3
. —2m
im —
Xzz[imj _, Jmin g(m) 9 m* = 3
3 sa: m>0
o Al N 1 P 0 - 1 _ -1 sz_lez\/E
sm) 1 0) \1) (1

b | l{l;l:VERISITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+X2+2xy
min 2 2 (3+x2+y2+xy)2
3+ X+ Y +Xy Vf(xy)—
’ —3+y2+2xy
(3+x2+y2+xy)2
0 _1
iter)) x'=| |, VE(x)=| 2| [Vf (xl)H:Q.
0 -1 3
. —2m
im -
Xzz[imj _, Jmin g(m) 9 m* = 3
3 sa: m>0
o) Y e
sm) 1 0) \1) (-1 - Continuamos

b | ‘{';'!VERIS'TAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

: —X—Y
min 3 5 5
+X +Y +XY Vf(x,y)—
0 -1 J2
iter]) x*=| |, Vi) =| 3, |[VEO)|=—.
) #p) v (—%) el
: -2m
im min m) =
Xzz[i j N 9M =577 mr=3
af" sa: m>0
im 1
o) e
sm) 1
1
iter2) xlz(j
1
b i UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
| Miguel Universidad Miguel Herndndez de Elche

Hernandez

—3+x%+2Xy

(3+x2+y2+xy)2

—3+y2+2 Xy

(3+x2+y2+xy)2
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.

i —X—=Y —3+x%+2Xy
min 2 2 (3+x2+y2+xy)2
3+ X+ Y +Xy Vf(xy)—
’ —3+y2+2xy
(3+x2+y2+xy)2
0 _1
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.
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Método del Gradiente sin restricciones

EJEMPLO: Resolver el siguiente problema por el algoritmo del gradiente.
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Método del Gradiente sin restricciones

Dificultades del algoritmo del Gradiente:

« Existencia de multiples minimos locales
 Convergencia de los algoritmos al minimo global
« Suavidad de las funciones a minimizar

« Seleccion del punto inicial
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